
Fourier級数の各点収束

Theorem. [−π, π]上で区分的に滑らかな周期 2πの関数 f に対して Fourier級数の部分和 Snf を

(Snf)(x) =

n∑
k=−n

cke
ikx (x ∈ R)

とする.ただし, cn (n ∈ Z)は f の複素 Fourier係数で

cn =
1

2π

∫ π

−π

f(t)e−intdt

とする.このとき
lim

n→∞
(Snf)(x) =

f(x+) + f(x−)

2
(x ∈ R)

が成り立つ.ここで
f(x±) = lim

y→x±0
f(y) (複号同順)

とする.

Proof. まずは, Snf を積分を用いて表現する.

(Snf)(x) =

n∑
k=−n

cke
ikx

=

n∑
k=−n

(
1

2π

∫ π

−π

f(t)e−iktdt

)
eikx

=
1

2π

∫ π

−π

f(t)

(
n∑

k=−n

eik(x−t)

)
dt

=
1

2π

∫ π

−π

f(t)Dn(x− t)dt

=
1

2π

∫ π−x

−π−x

f(x+ s)Dn(−s)ds (∵ s = x− t)

=
1

2π

∫ π−x

−π−x

f(x+ s)Dn(s)ds (∵ Dnは偶関数)

=
1

2π

∫ π

−π

f(x+ s)Dn(s) (∵ f,Dnの周期性)

ただし, Dn(x) =
n∑

k=−n

eikx を n次の Dirichlet核とする.ここでDn を閉じた式で表すと

Dn(x) =
e−inx(ei(2n+1)x − 1)

eix − 1
(∵等比数列の和)

=
ei(n+

1
2 )x − e−i(n+ 1

2 )x

2i

2i

e
1
2 ix − e−

1
2 ix

=
sin
(
n+ 1

2

)
x

sin 1
2x

1



となる.さらに,

∫ 0

−π

Dn(s)ds =

∫ π

0

Dn(s)ds = πであることを用いると

(Snf)(x)−
f(x+) + f(x−)

2
=

1

2π

∫ π

0

f(x+ s)Dn(s)ds−
1

2π
f(x+)

∫ π

0

Dn(s)ds

+
1

2π

∫ 0

−π

f(x+ s)Dn(s)ds−
1

2π
f(x−)

∫ 0

−π

Dn(s)ds

=
1

2π

∫ π

0

(f(x+ s)− f(x+))Dn(s)ds+
1

2π

∫ 0

−π

(f(x+ s)− f(x−))Dn(s)ds

=
1

2π

∫ π

0

g+(s) sin

(
n+

1

2

)
sds+

1

2π

∫ 0

−π

g−(s) sin

(
n+

1

2

)
sds

と変形できる.ただし, g±(s) =
f(x+ s)− f(x±)

sin 1
2s

(複号同順)とする.このとき f は区分的に滑らかで
あるから

g±(0
±) = lim

s→±0

f(x+ s)− f(x±)

s
·

1
2s

sin 1
2s

· 2 = 2f ′(x±) (複号同順)

となり, g± も区分的に連続であることがわかる.故に, Riemann-Lebesgueの定理から

lim
n→∞

1

2π

∫ π

0

g+(s) sin

(
n+

1

2

)
sds = 0, lim

n→∞

1

2π

∫ 0

−π

g−(s) sin

(
n+

1

2

)
sds = 0

が得られ
lim

n→∞
(Snf)(x) =

f(x+) + f(x−)

2
(x ∈ R)

が示された. ■


